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Anwendungen

1. Einleitung

Abb. 4: Nachgiebiger Parallelgreifer [3]

Abb. 2: Positioniersystem mit zwei 
translatorischen Bewegungen [1]

Festkörpergelenke

 spiel- und reibungsfrei

 hochreproduzierbare Bewegung

 vakuumtauglich und miniaturisierbar

Abb. 5: Monolitisches Wägesystem [4]

Abb. 3: Kippmechanismus 
eines Spiegels [2]

Abb. 1: Einfache Darstellung eines Festkörpergelenks
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2. Motivation

idealisiertes Verhalten

 Hochauflösende und wiederholbare 
Massenbestimmung

 Erhöhung der Messempfindlichkeit

 Justierung bestimmter Eigenschaften 

reales Verhalten

Abb. 6: Nachgiebiger Mechanismus mit 
Festkörpergelenken in einer Wägezelle [5]

Kenntnis des mechanischen 
Verhaltens des Systems
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3. Modellierung von Festkörpergelenken
Elastisches Verhalten idealisierter Gelenke

Nachgiebigkeit

o verteilte

o konzentrierte

𝐹𝑦
𝑀𝑧

= 𝑲
𝑢𝑦
𝜑 ,

𝑭 = 𝑲 𝒖𝑷 𝑀 = 𝑘𝜑 ∙ 𝜑,

𝛿 = 𝑓(𝐹𝑦, 𝑀𝑧)

𝛿 = 1/2

𝑲

Steifigkeit Analytische Modellierung

𝑘𝜑 = 𝑓 ℎ 𝑥 , 𝑏, 𝐸 ,

typische Ansätze:

o Euler-Bernoulli-Balkentheorie

o Satz von Castigliano

o FEM-basierte Näherungsgleichungen

𝑥 ∈
𝐿 − 𝑙

2
,
𝐿 + 𝑙

2

!

Abb. 7: Allgemeines Modell eines Festkörpergelenks

Abb. 8: Ersatz-Starrkörpermodell eines Festkörpergelenks

planare Betrachtung
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3. Modellierung von Festkörpergelenken
Modellgleichungen

Annahmen der Balkentheorie

o kleine Verformungen

o Bernoulli-Hypothese

o Saint-Venant-Prinzip

o Hookesches Gesetz

o Ebener Spannungszustand





!

!



Gesamtlänge 𝐿 15 mm

Gesamthöhe 𝐻 9 mm

Halbmesser 𝑅 3 mm

Minimale Kerbhöhe ℎ 50 μm

Breite 𝑏 10 mm

Elastizitätsmodul 𝐸 71 GPa

Querkontraktionszahl 𝜈 0,33

Abb. 9: Festkörpergelenk mit Halbkreiskontur

Tab. 1: Gelenkparameter nach [6] 

ℎ

𝑅
= 0,017

𝑏

ℎ
= 200

Verringerung der 
Drehsteifigkeit

Erhöhung der 
Quersteifigkeiten

Ansatz Author 𝒌𝝋 (Nmm/rad)

Euler-Bernoulli-Balkentheorie Paros und Weisbord [7] 16,243

Satz von Castigliano Lobontiu [8] 16,243

Kontinuumsmechanik Tseytlin [9] 18,542

Theorie zur Modellierung größer 
Verfomungen stabförmiger Strukturen

Henning et al. [10] 16,173

Linß et al. [11] 15,887

Tab. 2: Drehsteifigkeit 𝑘𝜑 nach verschiedenen Modellen 
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3. Modellierung von Festkörpergelenken
Vergleich FEM- Ansatz - Modellgleichungen

Abb. 10: FEM-Modell des Festkörpergelenks

Ansatz
𝒌𝝋

(Nmm/rad)

3D-FEM-Modell 18,029

Tab. 3: Drehsteifigkeit 𝑘𝜑 nach FEM-Modellen 

1

1 − 𝜈2
=
𝐷𝐸𝑉𝑍
𝐷𝐸𝑆𝑍

= 1,122

𝑒𝑘𝜑 ≈ 11%

Abweichung zur

𝑒𝑘𝜑 ≈ 2,8 %

Balkentheorie [7]

Gleichung nach [9]

Abb. 11: Relative Abweichung zum 3D-FEM-
Modell verschiedener Modellen bzw. Gleichungen

Abb. 13: Verteilung von 𝜎𝑧 bei 𝑥 = 𝐿/2, 𝑦 = ℎ/2 über z-
Richtung für verschiedene 𝑏/ℎ Verhältnisse (ℎ = 50 𝜇𝑚)

𝑒𝐸𝑉𝑍/𝐸𝑆𝑍 ≈ 12,22 %

2D-FEM-Modell mit ebenem 
Spannungszustand (ESZ)

16,135

2D-FEM-Modell mit ebenem 
Verzerrungszustand (EVZ)

18,107

Abb. 12: Normalspannung 𝜎𝑧 für 
𝑀 = 0,3 𝑁𝑚𝑚 in MPa

𝜎𝑥

𝜎𝑧

−𝜎𝑥
−𝜎𝑧
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3. Modellierung von Festkörpergelenken
Abweichung zur Balkentheorie

Bemerkungen

 Fast lineares Verhalten für feste 𝑏/ℎ Verhältnisse

 Konvergierendes Verhalten für feste ℎ/𝑅 Verhältnisse

 Abweichung von Balkentheorie zu 2D-Modellen 
unabhängig von 𝑏/ℎ

Abb. 14: Relativen Abweichung des 3D-FEM-Modells 
zur Balkentheorie nach [7]

𝑘𝜑,3𝐷

𝑘𝜑,𝐵𝑇
= 𝐹𝐵𝑇

3𝐷

Abb. 15: Relativen Abweichung des 2D-FEM-Modells 
mit ESZ zur Balkentheorie nach [7]

Abb. 16: Relativen Abweichung des 3D-FEM-Modells 
zum 2D-FEM-Modell mit ESZ

= 𝐹𝐵𝑇
2𝐷 ൗℎ 𝑅 ∙ 𝐹2𝐷

3𝐷 ൗℎ 𝑅 , ൗ
𝑏
ℎ
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3. Modellierung von Festkörpergelenken
Korrekturfaktoren

𝐹𝐵𝑇
2𝐷 = 1 − 0,3866

ℎ

𝑅
𝐹2𝐷
3𝐷 = 1 + atan 0,653

ℎ

𝑅

0,4239
𝑏

ℎ
− 0,1029

ℎ

𝑅
− 0,5565

𝜈2

1 − 𝜈2

Abb. 17: Relativen Abweichung des 3D-FEM-Modells zur 
Balkentheorie nach [7] mit Korrekturfaktoren 𝐹𝐵𝑇

2𝐷 und 𝐹2𝐷
3𝐷

Bemerkungen

 Halbkreiskonturen werden nur durch 2 Parameterverhältnisse ℎ/𝑅 und 𝑏/ℎ beschrieben

 Reduzierung der Abweichung unterhalb von 0,25% für ℎ/𝑅 ∈ [0,015; 0,15] und 𝑏/ℎ ∈ [10; 200]

Abb. 14: Relativen Abweichung des 3D-FEM-Modells 
zur Balkentheorie nach [7]
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Geometrische 
Abweichungen

Werkstoffs-
eigenschaften

Belastungs-
bedingungen

Umwelt-
bedingungen

 Maßabweichung Δℎ, Δ𝑅, Δ𝑏
 Rechtwinkligkeitsabweichung Δ𝜃𝑥, Δ𝜃𝑦
 Lageabweichung Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑥𝑐

 Elastizitätsmodul Δ𝐸
 Querkontraktionszahl Δ𝜈

 Erdbeschleunigung Δ𝛽𝑔𝑧 , Δ𝛽𝑔𝑦

anwendungsabhängig

Parameter hoch üblich Parameter hoch üblich

Δℎ ±2,5 𝜇m ±2,5 𝜇m Δ𝑥 ±2,5 𝜇m ±25 𝜇m

Δ𝑅 ±2,5 𝜇m ±25 𝜇m Δ𝑦 ±2,5 𝜇m ±25 𝜇m

Δ𝑏 ±2,5 𝜇m ±25 𝜇m Δ𝐸 ±0,71 GPa ±1,42 GPa

Δ𝜃𝑥 ±0,005 ° ±0,017 ° Δ𝜈 ±0,001 ±0,003

Δ𝜃𝑦 ±0,005 ° ±0,017 ° Δ𝛽𝑔𝑧 ±0,1 ° ±0,1 °

Δ𝑥𝑐 ±2,5 𝜇m ±25 𝜇m Δ𝛽𝑔𝑦 ±0,1 ° ±0,1 °

Tab. 4: Parameterabweichungen für hohe und übliche Genauigkeit 

Abb. 19: Sensitivitätskoeffizienten

𝑒𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 ≈ 13,87 % 𝑒Δℎ ≈ 12,92 %

Abb. 18: Fehlerhaftes Festkörpergelenk

4. Nichtideale Festkörpergelenke
Einflussparameter



Seite 10

Modellierung des elastischen mechanischen Verhaltens dünner Festkörpergelenke
13. DGFT-Tagung „Feinwerktechnische Konstruktion“, 26.-27. September 2019

5. Ergebnisse

 FEM-Modell zur Bestimmung der Drehsteifigkeit dünner Festkörpergelenke

 Normalspannung 𝜎𝑧 als Ursache der Abweichung 𝑒𝑘𝜑 ≈ 10 − 12% zwischen 

3D-Modellen und analytischen Gleichungen

 Korrekturfaktoren 𝐹𝐵𝑇
2𝐷 und 𝐹2𝐷

3𝐷 für Gleichungen unter der Annahme des 

ebenen Spannungszustands für 0,015 < ℎ/𝑅 < 0,15 und 10 <
𝑏

ℎ
< 200

 Reduzierung der Abweichung zum 3D-FEM-Modell um einen Faktor von ca. 40

 Abweichung 𝛥ℎ als einflussreichste Paramater auf die Drehsteifigkeit 

Für Δℎ = 2,5 𝜇𝑚 → 𝑒Δℎ ≈ 12,92 %
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6. Ausblick

 Validierung und Korrektur von Modellgleichungen für andere Konturen

 Entwicklung eines Messaufbaus und messtechnische Untersuchung

 Messtechnische Untersuchung anderer Lastbedingungen

 Modellierung und messtechnische Untersuchung des nichtlinearen 
Werkstoffverhaltens

 Modellierung und messtechnische Untersuchung der Oberflächenrauheit
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